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Кругла кільцева пластина закріплена жорстко по внутрішньому краю і має ковзну опору по зовнішньому торці. В 
роботі визначаються  власні частоти та радіуси вузлових діаметрів для симетричних і несиметричних коливаннях 
пластинки. При рішенні задачі використані функції Бесселя різного роду нульового і першого порядку. Для кожної форми 
коливань  з числом вузлових діаметрів n=0.1,2 складені частотні рівняння  та рівняння для визначення положення вузлових 
кілець. Проведені обчислення власних частот та радіусів вузлових кілець в випадку , коли число вузлових діаметрів n=0.1,2, 
а число вузлових кілець s=0.1,2.Робота може бути використана для визначення власних частот і радіусів вузлових 
діаметрів для  різного типу коливань днища поршня двигуна внутрішнього згорання. 
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Круглі пластинки зустрічаються в різного типу конструкціях в вигляді днищ, діафрагм, пружин. Рішення 
задач по визначенню частот власних коливань для кільцевих пластин приведені в роботах [1-2].Форми 
коливань в даних роботах не визначались. Алгоритми рішення та результати обчислень частотного параметра 
приведені також в довіднику [3-4].В довіднику [5] приведені тільки результати обчислень частотного 
параметра. Для  кільцевих пластин з ковзною опорою даних по визначенню частот і форм коливань в довідковій 
літературі [3-5] не зустрічається. В практиці закріплення з ковзною опорою зустрічається, наприклад, в 
пластинці днища поршня двигуна внутрішнього згорання, а також в кільцевих пружинах та температурних 
компенсаторах. Одна із кільцевих опор (внутрішня чи зовнішня ) закріплюється жорстко чи шарнірно, а інша є 
ковзною. В процесі проектувань таких пластин  виникає необхідність в проведенні розрахунків динамічних 
характеристик таких пластин . 
Мета досліджень 
Привести довідкові дані, які необхідні при проведені обчислень частот і форм власних коливань 
кільцевих пластин з одною затиснутою і другою ковзною опорою. На основі точного методу скласти  рівняння 
для визначення частотного параметра в випадку для симетричних і несиметричних коливань. Провести рішення 
даних рівнянь для різних форм коливань. та визначити положення вузлових діаметрів при різних формах 
коливань. Розрахунки частот і форм коливань провести для різного співвідношення внутрішнього та 
зовнішнього діаметрів. Рішення частотного рівняння звести до стандартного оператора “read“ в системі 
“MATKAD“. 
Основна частина 
























   
2 оператор Лапласа, E -модуль Юнга,  -коефіцієнт Пуассона, 
b - зовнішній радіус пластинки, r змінний радіус пластинки, b - внутрішній  
br / - відносний змінний радіус пластинки  ( 1 c ),
b
ac   
w - нормальні переміщення точок пластинки, 
m - маса пластинки на одиницю площі,  
 - кутова координата, t - час 
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По методу розділення змінних рішення  даного рівняння можна записати в вигляді 













  (1) 
 
де iC –сталі величини, nnnn YKJI ,,, функції Бесселя,  - кругова 





4     
Нехай пластинка по внутрішньому краю защемлена, а по 
зовнішньому  краю має ковзну опору. Граничні умови (Рис.1) 
 











































  (2) 
Із формул(1), (2) одержимо лінійну  однорідну лінійну систему чотирьох рівнянь відносно iC  
  0)()()()( 4321  ckYCckKCckJCckIC nnnn    
  0)()()()( 4321  ckLYCckLKCckLJCckLIC nnnn    
  0)(4)(3)2)(1  knLYCknLKCknLJCknLIC   (3) 
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Введемо позначення для m похідних функції n функцій  Бесселя 
  InmI mn  , JInmJ mn  , KnmK mn  , YnmY mn     
 Для симетричних коливань( 0n )маємо такі залежності 
  )(1)(01 xJxJ  ; )(1)(01 xYxY  ; )(1)(01 xIxI  ; )(1)(01 xKxK  ;   
  
x
xJxJxJ )(1)(0)(02  ;
x
xYxYxY )(1)(0)(02  ;
x
xIxIxI )(1)(0)(02  ;   
  
x
xKxKxK )(1)(0)(02  ; )(1)12()(0)(03 2 xJxx
xJxJ  ; )(1)12()(0)(03 2 xYxx
xYxY  ;    
 )(1)12()(0)(03 2 xIxx
xIxI  ; )(1)12()(0)(03 2 xKxx



























xIxIxSI   .   





 Рис. 1. Розрахункова схема  
кільцевої пластинки з ковзною 
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   0)(21)(12)(22)(11  xxxx    (5) 
де 
)(0)(01)(0)(01)(0)(01)(11 xyjxKxkjxYxxJx   ; )(0)(01)(0)(01)(0)(01)(12 xyixKxkixYxxIx   ; 
)(0)(0)(0)(0)(0)(0)(21 xyjxSKxkjxSYxxSJx  ; )(0)(0)(0)(0)(0)(0)(22 xyixSKxkixSYxxSIx  ; 
  )(0)(01)(01)(0)(0 cxKcxIcxKcxIxki  ;   
  )(0)(01)(01)(0)(0 cxKcxYcxKcxYx  ;   
  )(0)(01)(01)(0)(0 cxKcxJcxKcxJxkj  ;   
  )(0)(01)(01)(0)(0 cxJcxYcxJcxYxyj  ;   
  )(0)(01)(01)(0)(0 cxIcxYcxIcxYxyi     
Значення частотного параметра к при п=0 приведено в таблиці 1 
Таблиця 1 
Значення частотного параметра к при п=0 
 c=0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 
s =0 2.248 2.606 3.06 3.652 4.964 10.5 - 
1 5.966 6.738 7.73 9.047 10.927 13.641 22.45 
2 9.493 10.707 12.26 14.324 17.209 21.532 31.299 
3 13.003 14.655 16.769 19.579 25.151 31.426 40.3 
4 16.507 18.596 21.269 24.627 31.431 37.264 53.787 
5 20.007 22.531 25,765 31.439 37.711 47.131 62.772 
6 23.505 26.465 30.359 35.311 43.903 57.502 - 
7 27.001 31.501 34.751 40.551 50.276 62.683 - 
8 31.706 34.501 39,242 47.14 56.577 68.701 - 
9 33.991 38.258 43.737 51.029 62.84 - - 
 
В систему алгебраїчних рівнянь (3) підставляємо знайдені корні 3,2,1,Jk  частотного рівняння (5) і 
знаходимо рішення даної системи, виражаючи сталі )4,3,2( iCi через С1. значення вузлових параметра j  
визначення положення вузлових кілець знаходимо радіус   ( x - корінь частотного рівняння) при 0n  із 
умови  
  ),(  xw  =0   



















  (6) 
Із рішення рівняння (6) знаходимо положення вузлових кілець,які приведені в таблиці 4. 
Форма коливань  пластинки при п=0, s =1 показана на Рис2. 
Для несиметричних коливань( 1n ) знаходимо [6] 
x
xJxJxJ )(12)(0)(2  ;
x
xYxYxY )(12)(0)(2  ;
x
xIxIxI )(1)(0)(2  ;
x
xKxKxK )(1)(0)(2  ; 
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xIxIxI )(1)(0)(11  ; ])(1)(0[)(11
x
xKxKxK  ; 
x
xJxJxJ )(2)(1)(12  ;
x
xYxYxY )(21)(1)(12  ;
x
xIxIxI )(2)(1)(12  ;
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xKxKxSK      
Частотне рівняння матиме вигляд 
  0)(21)(12)(22)(11  xxxx    (7) 
 Рис. 2.Схема розміщення  
вузлового кільця при  
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  )(1)(11)(1)(11)(1)(11)(11 xyjxKxkjxYxxJx   ;   
  )(1)(1)(1)(1)(1)(1)(21 xyjxSKxkjxSYxxSJx   ;  
  )(1)(1)(1)(1)(1)(1)(22 xyixSKxkixSYxxSIx      
де 
  )(1)(11)(11)(1)(1 cxKcxYcxKcxYx  ; )(1)(11)(1)(11)(1 cxKcxIcxIcxKxki    
  )(1)(11)(11)(1)(1 cxKcxJcxKcxJxkj  ; )(1)(11)(11)(1)(1 cxJcxYcxJcxYxyj     
  )(1)(11)(11)(1)(1 cxIcxYcxIcxYxyi     
Рішення даного рівняння (7) приведено в таблиці 2. 
Таблиця 2 
Значення частотного параметра к при п=1 
 c=0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 
s =0 2.41 2.767 3.199 3.57 4.553 7.745 7.699 
1 6.164 7.14 7.846 9.133 10.95 13.019 15.663 
2 9.986 10.839 12.352 14.389 17.255 23.52 29.147 
3 13.181 14.767 16.843 19.529 23.546 29.428 42.618 
4 16.669 18.691 21.331 24.869 29.833 39.244 51.597 
5 20.154 23.235 26.039 30.106 36.219 45.145 65.064 
6 23.64 26.539 30.305 35.343 42.404 54.959 - 
7 27.125 30.464 34.793 40.579 48.688 60.197 - 
8 30.611 34.388 39.283 45.815 54.972 70.67 - 
9 34.098 39.058 43.676 51.007 61.257 - - 
 
В систему алгебраїчних рівнянь (3) підставляємо знайдені корні 3,2,1Jk  частотного рівняння (7) і 
знаходимо рішення даної системи ,виражаючи сталі )4,3,2( iCi через С1. значення  вузлових параметра j  
визначення положення вузлових кілець знаходимо радіус   ( x - корінь частотного рівняння) при 1n  із 
умови  
  ),(  xw =0   












  (8) 
Із рішення рівняння (8) знаходимо i положення вузлових кілець, які приведені в таблиці 4 
Форма коливань пластинки при п=1, s =1 показана на Рис.3. 




xJxJxJ )(24)(1)(3  ;
x
xYxYxY )(24)(1)(3  ;
x
xIxIxI )(24)(1)(3  ;   
  
x
xKxKxK )(24)(1)(3  ;
x
xJxJxJ )(22)(1)(21  ;
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xKxKxSK      
Частотне рівняння матиме вигляд 
  0)(21)(12)(22)(11  xxxx    (9) 
)(2)(22)(2)(22)(2)(22)(11 xyjxKxkjxYxxJx   ;
)(2)(22)(2)(22)(2)(22)(12 xyixKxkixYxxIx    
)(2)(2)(2)(2)(2)(2)(21 xyjxSKxkjxSYxxSJx   ;
)(2)(2)(2)(2)(2)(2)(22 xyixSKxkixSYxxSIx    
де 
)(2)(22)(2)(22)(2 cxKcxIcxIcxKxki   
)(2)(22)(22)(2)(2 cxKcxJcxKcxJxkj   
)(2)(22)(22)(2)(2 cxJcxYcxJcxYxyj   
)(1)(22)(22)(2)(2 cxIcxYcxIcxYxyi   
)(2)(22)(22)(2)(2 cxKcxYcxKcxYx   
Рішення даного рівняння (9) приведено в таблиці 3. 
Таблиця 3 
Значення частотного параметра к при п=2   
 c=0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 
s =0 3.024 3.206 3.523 4.01 5.26 5.874 8.595 
1 6.881 7.3830 8.767 9.387 12.033 15.403 18.343 
2 10.38 11.244 12.627 15.042 18.484 21.658 28.818 
3 13.753 15.108 17.066 19.784 24.854 31.258 40.3 
4 17.179 18.982 21.518 24.996 31.19 37.347 53.784 
5 20.614 22.869 25.979 31.067 37.51 47.017 62.772 
6 24.057 26.764 30.807 35.437 43.819 53.045 - 
7 27,507 30.084 34.918 40.668 50.122 62.751 - 
8 30.963 34.571 39.392 46.955 56.42 73.234 - 
9 34.423 38.480 43.869 51.119 62.715 - - 
 
В систему алгебраїчних рівнянь (3) підставляємо знайдені корні 3,2,1Jk  частотного рівняння (9) і 
знаходимо рішення даної системи ,виражаючи сталі )4,3,2( iCi через С1. значення вузлових параметра j . 
визначення положення вузлових кілець знаходимо радіус   ( x - корінь частотного рівняння) при 2n  із 
умови  
  ),(  xw =0   



















  (10) 
Із рішення рівняння (10) знаходимо i положення вузлових кілець, які приведені в таблиці 4. Форма 
коливань при n=2,s=2 показана на Рис.3.  
Таблиця 4 
Величини вузлових діаметрів  310  
0n  1n  2n  
c 1s  2s  3s  1s  2s  3s  1s 2s  3s  
0.1 756 840, 512 882, 641, 492 757 842, 516 883, 694, 405 773 850, 534 887, 655, 418 
0.2 782 858, 567 895, 681, 468 767 859, 568 846, 682, 469 789 862, 575 897, 687, 474 
0 3 808 875, 621 908, 721, 535 808 876, 621 902, 721, 535 781 862, 595 909, 723, 537 
0.4 835 894, 675 921, 761, 601 834 893, 675 923, 762, 602 836 881, 667 921, 762, 601 
0.5 862 910, 729 987, 825, 725 862 910, 729 934, 800, 668 839 896, 776 916, 786, 660 
0.6 889 928, 783 927, 824, 725 898 907, 762 947, 840, 734 863 928, 783 938, 827, 726 
0.7 983 929, 826 955, 876, 798 935 944, 836 941, 866, 793 915 946, 837 954, 876, 798 
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Висновки:  
1 Для пластинки жорстко защемленої по внутрішньому контуру і 
з ковзною зовнішньою границею знайдено частотні рівняння для 
визначення частот власних  коливань при симетричних (n=0) і 
несиметричних коливань (n=1, 2). 
2. Для пластинки жорстко защемленої по внутрішньому контуру і 
з ковзною зовнішньою границею знайдено рівняння для визначення 
положення вузлових діаметрів при симетричних (n=0) і несиметричних 
коливань (n=1, 2). 
3. Для пластинки жорстко защемленої по внутрішньому контуру і 
з ковзною зовнішньою границею знайдено частотні параметри 
симетричних (n=0) і несиметричних коливань (n=0, 1, 2) і для різного 
числа вузлових діаметрів  s=0,1…9). 
4. Для пластинки жорстко защемленої по внутрішньому контуру і 
з ковзною зовнішньою границею знайдено параметр ρi, що визначає положення вузлових діаметрів симетричних (n=0) і несиметричних коливань (n=0, 1, 2) і для  різного числа вузлових діаметрів s=0, 1, 2, 3. 
 
 
Аннотация. Круглая кольцевая  пластинка защемлена по внутреннему контуру и имеет скользящую опору по внешнему 
краю. При решении задачи использованы  функции Бесселя разного рода нулевого и первого порядка. Для каждой формы 
колебаний 0n , 1, 2 составлены частотные уравнения и уравнения для определения положения узловых окружностей. 
Проведены результаты вычислений собственных частот в случае, когда число узловых диаметров ( 2..1,0n ), а число 
узловых окружностей (s=0, 1, 2). Проведены результаты вычислений по определению положения узловых колец в случае, 
когда число узловых диаметров ( 2..1,0n ), а число узловых окружностей (s=0, 1, 2, 3).Работа может быть использована 
при определении частот и форм собственных колебаний  днища поршня двигателя внутреннего сгорания. 
Ключевые слова: пластинка, скользящая, частоты, формы. 
 
Abstract. Desing/methodology/approach. The round ring plate has the jammed internal and sliding external support. It allows 
exterior edge to shift on a normal to a plate surface. At symmetric and asymmetrical fluctuations of a plate and at various 
correlations of internal and external diameter of a round ring plate in the work determined fundamental frequency and radiuses of 
central circles. The decision of the equation of fluctuations of a plate is constructed in the form of the sum of Bessel function which 
multiplied by four constants. Four homogeneous equations concerning the given constants are made. These equations conform to 
equality to zero of siftings and angles of turn on internal edge and equality to zero of angle of turn and shear force on an external 
butt-end of a plate. Equating zero a determinant of this system, we find a frequency determinant. At various correlations of diameters 
of a plate fundamental frequencies symmetric (n=0) fluctuations and radiuses of knot diameters are found at (s=1, 2, 3), as well as 
asymmetrical forms (n=1, 2; s=1, 2, 3).Results of  the work can be used at the approached definition of fundamental frequencies and 
forms of fluctuations of plates of the piston of an internal combustion engine. 
Keywords: a plate sliding, frequencies, forms. 
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 Рис. 3.Схема розміщення вузлового  
кільця та вузлового діаметра при  
несиметричних коливаннях (n=2, s=2) 
